Ejercicios
Desigualdades, funciones elementales, continuidad

En los siguientes ejercicios te propongo que reflexiones sobre algunas pro-
piedades de los nimeros que son tan familiares que nos parecen evidentes.
Pero en Matematicas no hay nada evidente. Una afirmacién de una teoria
matemadtica o es un axioma de dicha teoria o puede deducirse de los axio-
mas y de otros resultados ya conocidos usando las reglas de inferencia 16gica
usuales. En los siguientes ejercicios las letras x,y representan nimeros.

1. (Sabes probar que Ox = 0? Inténtalo.
2. (Qué entiendes por —x? ;Es cierto que —x es negativo?

3. Escribe con palabras lo que afirma la igualdad (—x)y = —xy. {Sabes probar-
la?

4. Demuestra que si x # 0 entonces x> > 0 (en consecuencia 1 > 0).
5. (Sabes por qué no se puede dividir por 0?7
6. Seguro que sabes construir un segmento de longitud v/2. ;Y de longitud v/3?

7. ¢ Qué quiere decir que un niimero no es racional? Demuestra que v/2 no es
racional.

8. Sabiendo que a+b > c+d, a> b, ¢ > d; ;se verifica necesariamente alguna
de las desigualdades: a > ¢, a > d, b > c¢ o b > d? Dar una prueba o un
contraejemplo en cada caso.

9. Discutir la validez de las igualdades:
a) ety +z| =+y[+zl b) X[ =yl =[x =y ¢) x—y+z| = x| = [zl
10. Demuéstrese que para todo n € N se verifica que:
PP4+22 432440t = én(lH— 1)(2n+1)

11. Hégase uso de la desigualdad de las medias para probar que:

n+1
ab" < <“i"1b> siendo @>0,b>0, a#b, y neN.
n

Deditizcase que para todo nimero natural n se verifica que:

1 n 1 n+1 1 n+2 1 n+1
1+4-) < {14+ —— , ¥y | 1+ <|14+-
n n+1 n+1 n
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(I+a)"

12. Sea g€ Ny a > 0. Probar que el nimero es muy pequefio si n es

muy grande.

13. @) Comparar a'°2% con b'o2¢,
1 1 1

log.(a) _ logy(a)  log.(a) ' logs(a)

14. Pruébense las igualdades

b) Resolver

a) cos(arctgx) = ———; sen(arctgx) = S para todo xe R

V14x2 1+x2

b
15. Sean a,b€R tales que a®>+b> =1, a # —1. Definamos © = 2arctg?.
a
Pruébese que cos® =a, sent = b.

16. Dado un nimero x # 0, calcilese un nimero 7 € R tal que = x. Dicho
S

enh ¢

ndmero, que es tnico, se llama argumento cosecante hiperbdlica de x.

17. Estidiese la continuidad de la funcién f: R — R, definida por f(x) =xE(1/x)
six#£0, £(0) = 1.

18. Sea A un conjunto no vacio de nimeros reales. Para cada x € R definamos
la “distancia de x a A” por: dist(x,A) = inf{|x —a| : a € A}. Pruébese que
para todos x,y € R se verifica que:

dist(x,4) — dist(3,4)| < [x—]
Deduzcase que la aplicacién x — dist(x,A) es continua.

19. Sea f: R — R continua, mayorada y tal que para todos a,b€R con a < b,
se verifica que sup f(]a,b[) = sup f(R). Pruébese que f es constante.

20. Sea f: [a,b] — R una funcién continua verificando que f(a) <0, f(b) <0
y f(c) > 0 para algiin ¢ €|a,b|. Pruébese que hay dos nimeros u, v tales que
a<u<v<b, f(u)=f(v)=0y f(x) > 0 para todo x €|u, v|.

S+u+x x
— <

—. Ge-
r+v+y y

s u X , s
21. Dado que p < — < = dondet,v,ycR", pruébese que P <
vy
neralicese este resultado.
22. Dados dos nimeros reales a, b, las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Para todo nimero real x > b se verifica que a < x.
b) Para todo niimero real x < a se verifica que b > x.

c) a<b.
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Capitulo 1. Ejercicios complementarios 3

23. Pruébese cada una de las siguientes desigualdades entre ndmeros reales y
digase, en cada caso, cudndo se da la igualdad.

i) 2xy <x?+y2%
i) 4xy < (x+y)2.
iii) x2 +xy+y2 > 0.
iv) (@2 +a+1)(b2+b+1)(c®>+c+1) >27abc donde a > 0,b >0, ¢ > 0.
v) abc <1 donde a > 0,b > 0,c > 0 verifican (1+a?)(1+b%)(14c2)=8.
vi) 8a?b%c? < (1 —a?)(1—b?)(1 —c?) sabiendo que a®+b>+c?=1.
vii) (a+1/a)®>+ (b+1/b)*> >25/2 donde a > 0,b >0,y a+b=1.
viii) (a+b)(b+c)(c+a) > 8abc donde a > 0,b >0, c > 0.
Sugerencia: para probar i) considérese (x —y)?. Las demds desigualdades
pueden deducirse de i).

24. Pruébense las siguientes desigualdades:

)0<x+y—xy<lsiempreque 0 <x<1,0<y<l.

if) 1+ 1
i) — 4+ ———
X a+b—x

1 1
< f—i-z siempre que 0 < a <x < b.
a
25. Pruébese que para todo n €N se verifica que:
i) 6/(n+5n),
ii) 3 no divide a n* —n+1,

i) 5|(n> —n).

26. Dados n nimeros positivos aj,dy,...,a, pruébese que:
. a1 az dp—1 | Qp
) —+—++ +—=>n
a as an ay

.. n n
11 Vvaay:---ay,

<
) ljay+1/ay+---+1/a, ~
1 1 1 )
iii) (aj +apy+-+ay) | —+—+--+— ) >n"
a,  a ap

(Cuando las desigualdades anteriores son igualdades?

Sugerencia: Usar la desigualdad de las medias aritmética y geométrica.

27. Sean j y n niimeros naturales y sea S; = 1/ +2/ +---+n/. Pruébese que:

i+ 1 i+ 1 i+ 1 ;
(leL )Sr%(szr >Sz+~-+<]J; )Sj:(n—i-l)fﬂ—(n—i-l)
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Capitulo 1. Ejercicios complementarios

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Calcilese explicitamente S1,S52,53y Sa.

Sugerencia: desarrollar (p+1)/*!y sumar para p=1,2,...,n.

Pruébese que toda funcion polinémica de grado impar toma valores positivos
y negativos. Mds concretamente, si p(x) = x" +a, X" ' + -+ ajx +a,
donde n es un ndmero impar. Pruébese que hay un nimero M > 0 tal que si
x > M entonces p(x) >0y six < —M entonces p(x) < 0.

Sea 0 <a < by neN. Pruébese que:

(n+1)(b—a)a" < b —a"" < (n41)(b—a)b"

1 1
Haciendo a=1+ pE b =1+ —, primero en la desigualdad de la derecha
n n

y después en la desigualdad de la izquierda, deduzcase que:

1 n 1 n+1 1 n+2 1 n+1
I+=) <(1+—] .y (1+ <(1+-
n n+1 n+1 n

Por E(x) se designa el mayor entero que es < x. Asi, E(3) =2, E(I—g) =-1,

E(m) = 3. Dibujar la grafica de las siguientes funciones:

a) f(x) =x—E(x)
b) f(x) =E(1/x)

(A qué interés simple anual corresponde un interés compuesto continuo del
10% anual?

Se invierten 10,000 euros en una cuenta que produce un 4 % fijo de interés
anual.

a) (Cuantos afios se necesitan para doblar el capital inicial?

b) (Cuantos afios son necesarios para que el capital final sea de de un

millén de euros?

Una persona coloca cada dia la misma cantidad P de pesetas a un interés
compuesto continuo del r % anual. Hallar em capital final al cabo de n dias.
Si A = 1060 pesetas y r =5, ;al cabo de cuanto tiempo el capital final serd

de un millén de pesetas?

Se sabe que la poblacién de un cultivo de bacterias se duplica cada 3 horas.
Si a las 16 del mediodia hay 10,000 bacterias, ;cudntas habrd a las 7 de la
tarde del mismo dia?.

¢(Es correcto escribir log(x—1)(x—1) =log(x— 1) +1log(x—2)?
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36

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Probar que log(x+ v 1+x2)+log(v1+x2—x) =0.
Resolver xV* = (y/x)*.
Simplificar las expresiones: @'°¢°2®)/1°2a o0 (log (a™))

Resuélvase el sistema: 7(10gyx+ log,y) =50, xy=256. Se supondra que
x>y>1.

Digase cudl de los dos niimeros 1,234,567%334368 y (234 5684233:567 ¢g el

mayor.

(Para qué valores de x se verifica que:
log,(10) +210g;,(10) +10g,9,(70) = 0?

Sea f:R" — R una funcién que verifica las propiedades:

L f(xy) = £(x)+ £(¥) para todos x,y en R*;
2. f(x)>0 para todo x>3;

3. fle)=1.
Demuéstrese que f(x) = log(x) para todo x€R™.

Sugerencias: a) Pruébese primero que f es creciente y que f(e") = r para
todo re Q.

b) Sea @(x) = f(exp(x)). Justifiquese que @ es estrictamente creciente. Su-
pongase que hay algin nimero a tal que @(a) # a y obténgase una contra-
diccion (hdgase uso del hecho de que entre dos nimeros reales cualesquiera
siempre hay algin nimero racional)

Pruébese que para todos x,y € R se verifica que

+yCOSx;2y; COSX+COoSy = 2COS¥COSx;y

X
senx+seny = 2sen

Deduizcase que para k€ N:
4sengcoskx = sen(4k + 1)? —sen(2k — l)g

Hégase uso de esta igualdad para probar que:

X nx n+1
senT(cosx—i-cosZ—l——F‘--+cosnx):sen? cos 2 X
Pruébese andlogamente que:
X nx n+1
seni(senx+sen2x+---+sennx) =sen— sen——x

Simplificar las expresiones

a) senh?x cos?y+ cosh?x sen?y.

b) cosh(logx) 4 senh(logx)

X
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45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

Probar que:
a) 2argtgh(tgx) = argtgh(sen4x),
tgx+tgy
1 —tgxtgy

Digase para qué valores de x e y se verifica la igualdad:

x+y
arctgx +arctgy = arctg I—xy

b) Mostrar que tg(x+y) = . { Qué excepciones hay que hacer?.

Resolver arctg(2x) +arctgx =7/4.
Probar que arctge® —arctg(tgh(x/2)) = 7.
Dibujar la gréfica de la funcién y = arcsen(senx).

Definir las funciones secante y cotangente hiperbdlicas y estudiar sus inver-
sas.

Obtener férmulas de adicion para el seno, coseno y tangente hiperbdlicos.

Dado un nimero a, pongamos x = cos(a/3), z = cos(a/2). Probar las igual-
dades:

cosa=9x—3x=8z*-3z2+1
y deducir el valor de cos(nt/6), cos(n/4) y cos(n/8) usando que cosT = —1
y que cos(m/2) = 0.

Pruébese la igualdad cos(x/2) —sen(x/2) = (—1)"y/1 —senx donde x es
un nimero real y # es un entero. ;Como depende el entero n del valor de x?.

Estudiese la continuidad de la funcién f: [0,3] — R dadapor f(1)=1/2y:

1 _
Fl) = ECZ_J six € [0,1[U]1,2]

E(x)—5/3 six€]2,3]

Estidiese la continuidad de la funcién f: [0,1] — R dada por:

£0x) 0 si x =0 o x es irracional
X)) =
1/q si x= p/q (fraccion irreducible)

Estudiar la continuidad de la funcién f: R — R dada por f(x)=xsen(1/x)
six#0y f(0)=0.

Sea f:[a,b] — R continua. Supongamos que a < f(x) < b para todo x en
[a,b]. Pruébese que hay algtin punto ¢ € [a,b] tal que f(c) = c.

X

Sea a > 1. Pruébese que la ecuacién x+e™* = a tiene al menos una solucién

positiva y otra negativa.
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59. (Hay alguna razén para creer que siempre existen dos puntos antipodas en el
ecuador terrestre que estdn a la misma temperatura?.

60. Sea f:[a,b] — R continua con f(a) < f(b). Dado n€N, n > 2, prueba que
hay algin c € [a,b— (b—a)/n] talque f(c+(b—a)/n)— f(c)= f(b);f(a)‘

61. Un corredor recorre 6 kildémetros en 30 minutos. Demuéstrese que en algtin
momento de su carrera recorre 1 kilémetro en exactamente 5 minutos.

62. Un reloj averiado marca inicialmente un tiempo #¢. El reloj puede adelantar
0 atrasar, pero cuenta con exactitud periodos de 12 horas, es decir, pasadas
12 horas el reloj marca un tiempo ¢ + 12 horas. Demuéstrese que en algin
momento dicho reloj mide con exactitud una hora.

63. Sean f,g: R — R funciones continuas que coinciden en todos los puntos de
un conjunto denso en R. Pruébese que f(x) = g(x) para todo x€R.

64. Sean f,g:R — R continuas y A # R un conjunto denso en R cuyo com-
plemento también es denso. Definamos i: R — R por hA(x) = f(x) si x€A,
h(x) = g(x) six ¢ A. Estidiese la continuidad de .

65. Sea f: [a,b] — R continua. Supongamos que para cada x € [a,b] hay algin
y€|a,b] tal que |f(y)| < 1%] f(x)]. Pruébese que f se anula en algiin punto
de [a,b].

66. Sea f:[a,b] — R continua. Pruébese que la funcién g: [a,b] — R dada por
g(x) = méx f([a,x]), (a<x<b), es continua.

67. Sea f:[a,b] — R continua, pongamos M = max f([a,b]), m = min f([a,b])
y supongamos que f(a) = f(b) y que m < f(a) < M. Pruébese que f toma
todo valor de [f(a),M[U]m, f(a)] en al menos dos puntos de [a,b].

68. La ecuacién ax”>+2x—1 =0 donde a > —1, a # 0 tiene dos soluciones
que representaremos por A(a) y por u(a). Calcular los limites de dichas
funcionesena=0yena= —1.

69. Sea f una funcién real definida y continua en un intervalo /. Supongamos que
para todo nimero irracional x € I se verifica que f(x) es racional. Pruébese
que f es constante.

70. Sean f,g funciones continuas que no se anulan en un intervalo /, tales que
(f(x))? = (g(x))? para todo x € I. Pruébese que o bien f(x) = g(x) para todo
x€l, obien f(x) = —g(x) para todo x€/. ;Cudntas funciones hay ¢: R — R
continuas y verificando que (¢(x))? = x* para todo x € R?.
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

Demuéstrese que, dado x € R, la ecuacién log? 4> = x tiene una tinica so-
lucién, que representamos por @(x). Justifiquese que la funcién x — @(x),
(xeR), asi definida es continua.

Sea f:1]0,1] — R continua verificando que |f(s) — f(¢)| > |s —¢t| para todos
s,t€10,1],y f({0,1}) ={0,1}. Pruébese que o bien es f(x) =x para todo
x€0,1], o bienes f(x) = 1—x para todo x€ [0, 1].

Estddiense los limites en +oo y en —oo de:

a) Una funcién polindmica;

b) Una funcion racional.

Justifiquese que toda funcién polindémica de grado impar se anula en algtin
punto.

Justifiquese que una funcién polindmica de grado par o bien alcanza un mé-
ximo en R o bien alcanza un minimo absoluto en R.

Sea {A, } una sucesién de subconjuntos no vacios del intervalo [0, 1] que son
finitos y disjuntos dos a dos. Definamos f: [0,1] — R por:

oo

) = 0 si xG[O,l]\nL:JlAn

I/n sixe€A,

Pruébese que f tiene limite O en todo punto de [0, 1].



